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ANALYSIS  OF  NONLINEAR  DYNAMICS  MODELS   

OF  ECONOMIC  PROCESSES  BY  MATLAB  SYSTEM 

Рассматриваются примеры нелинейных моделей экономической динамики и возможности их иссле-

дования посредством численных процедур в сиcтеме MATLAB. Продемонстрированы особые эффекты 

этих моделей, в частности возможности формирования хаотического поведения. 
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ЦИЯ В ЭКОНОМИКЕ; СИНЕРГЕТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ. 

This article discusses examples of nonlinear models of economic dynamics and possibilities of their research 

by numerical procedures in MATLAB. Demonstrated specific effects of these models, in particular, the 

possibility of forming a chaotic behavior. 
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Моделирование экономических процес-

сов сопряжено, как правило, с трудностями 

выбора спецификации модели. Очевидно, 

что важную роль при этом играет фактор 

времени, требующий использования динами-

ческих моделей. Однако несмотря на реше-

ние в пользу динамики, часто предпочтение 

отдается линейным моделям, в которых 

предполагается эффект наложения (суперпо-

зиции) отдельных элементов исследуемой 

системы. Такой подход сужает возможности 

получения интересных и нестандартных эф-

фектов в поведении экономических систем, 

тем самым препятствуя развитию новых ме-

тодов их исследования. В частности, некото-

рые модели могут демонстрировать переход-

ные процессы в виде беспорядочной дина-

мики с критичной зависимостью от началь-

ных условий.  

Далее рассмотрим вопросы анализа моде-

лей с бифуркационной диаграммой и аттрак-

тором лоренцовского типа средствами систе-

мы MATLAB, а также обоснуем важность 

использования нелинейных динамических 

моделей в исследовании экономических про-

цессов. 

Представим ряд динамических моделей, 

вызывающих интерес как с точки зрения со-
держания экономических явлений, которые 
они описывают, так и особенностей эффек-

тов решений, которые они демонстрируют. 

Динамические модели 

Нелинейная разностная модель Курно. Оли-
гополии Курно — модель, экономически от-

ражающая рыночную конкуренцию. Предпо-

лагается, что число продавцов на рынке неве-

лико и фиксировано, т. е. существуют барье-

ры для входа на рынок. Все продавцы произ-

водят одинаковое благо и поставляют его на 

рынок в количестве, максимизирующем их 

прибыль, полагая, что количество товара, ко-

торое поставляет конкурент, — фиксирован-

ная константа. Прибыль фирмы определяется 

как разность произведения цены на постав-

ляемое фирмой количество блага и издержек 

этой фирмы. Спрос, в свою очередь, зависит 

от суммарного количества блага на рынке, 

выпущенного всеми фирмами. 

 ( ) ,i i i ip Q q c q    

где qi — количество товара.  
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В приведенной ниже модели рассматри-

вается дуополия, т. е. тогда на рынке участ-

вуют два продавца. Спрос на блага зададим 

нелинейной функцией, обратно пропорцио-

нальной цене: 
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Тогда, максимизируя свою прибыль, 

фирмы будут поставлять на рынок соответст-

венно следующее количество: 
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В дальнейшем модель можно представить 

дискретно следующим образом: 
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Затем вычисляются равновесные значения 

для начального момента времени: 
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Видим, что модель симметрична и равно-

весные значения количества поставляемого 

товара зависят только от параметров издер-

жек. В дальнейшем можно предположить, 

что при варьировании параметров c1 и c2 бу-

дут изменяться равновесные значения, при-

чем эти изменения будут также влиять на 

значения в разные моменты времени. Для 

того чтобы проверить данное утверждение, 

можно графически представить изменения 

стационарных состояний в зависимости от 

возмущения параметров. 

Для удобства можно воспользоваться 

только параметром c1 и переменной q1. Это 

не умаляет общности полученных результа-

тов в силу симметричности модели.  

Запишем процедуру в системе MATLAB, 

позволяющую строить бифуркацонные диа-

граммы для дискретных систем. С ее помо-

щью можно не только получать необходи-

мое графическое представление — бифурка-

ционную диаграмму, но и за счет возможно-

сти варьирования параметров уточнять ре-

шение. 
 

Npre = 3000;  Nplot = 700;  

x = zeros(Nplot,1); 

y = zeros(Nplot,1);  

for a = 0,5:0,0005:6,25,  

  x(1) = 0,5;  

  y(1) = 0,1; 

  for n = 1 : Npre,  

    x(1) = (y(1)/a)^(1/2) — y(1); 

    y(1) = (x(1))^(1/2) — x(1); 

  end, 

  for n = 1 : Nplot — 1, 

    x(n + 1) = (y(n)/a)^(1/2) — y(n); 

    y(n + 1) = (x(n))^(1/2) — x(n);  

  end,  

  plot(a*ones(Nplot,1), x, '.', 'markersize', 2);  

  hold on;  

end,  

title('Бифуркационная диаграмма');  

xlabel('a');  ylabel('x_t');  

set(gca, 'xlim', [5.75 6.25]). 
 

Реализация данной процедуры отражена 

на следующем графике (рис. 1). 

По оси OY расположены равновесные 

значения для первой фирмы, а по оси OX — 

изменение величины издержек первой фир-

мы. Видим, что существуют бифуркационные 

значения, после которых система меняет 

свое поведение, а после некоторого момента 

появляется детерминированный хаос. 
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Рис. 1. Бифуркационная диаграмма 

 

Исследование синергетической модели ус-

тойчивости средней фирмы. Синергетика пред-

полагает переход системы от одного устойчи-

вого состояния к другому через неустойчивое, 

который происходит в результате изменения 

интервала значений управляющих параметров 

− постоянных величин, входящих в эволюци-

онное уравнение и задающихся экзогенно. 

Объектом данной модели является фир-

ма, обладающая следующими показателями: 

число сотрудников, величина капитала и 

кредита — соответственно y1, y2, y3: 

  

Данная система эволюционных уравне-

ний имеет следующую экономическую ин-

терпретацию: 

1) прирост числа сотрудников фирмы с 

течением времени пропорционален ее капи-

талу и взятому кредиту, от этого прироста 

следует отнять ту его часть, которая не при-

росла из-за увольнения сотрудников; 

2) прирост капитала фирмы с течением 

времени пропорционален доходу, полу-

ченному от вложения суммы капитала 

и кредита, минус расходная часть, связанная 

с оплатой труда сотрудников и оплатой кре-

дита;  

3) прирост суммы кредита с течением 

времени, если фирма берет больше кредитов 

под новые проекты, пропорционален размеру 

капитала фирмы, минус потери, обусловлен-

ные величиной взятого кредита. Если у фир-

мы уже много кредитов, то с получением но-

вого могут возникнуть проблемы, кроме то-

го, необходимо выплачивать большой про-

цент по взятым кредитам. 
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Параметры a, b, c, d, e, f представляют 

собой некоторые факторы, влияющие на 

соответствующие пропорции. При опреде-

ленном значении этих параметров могут 

формироваться различные аттракторы, на-

пример предельный цикл. В частности, воз-

можно возникновение странного аттрактора 

Лоренца. Появление такого аттрактора мо-

жет негативно сказаться на состоянии фир-

мы, и она как экономический агент может 

перестать существовать. Для того чтобы этого 

избежать, следует попытаться воздействовать 

на управляющие параметры. Например, мож-

но изменить в динамике параметр f. 

Он отвечает за факторы, которые обусловли-

вают негативное восприятие фирмы из-за 

размера кредита. В частности, варьирование 

вниз этого параметра характеризует ситуацию 

уменьшения количества новых кредитов. 

Для реализации данной системы запишем 

М-файл в системе MATLAB^ 
 

function dy = SMUSF(t,y) 

global a b c d e f 

dy = zeros(3,1);    % a column vector 

dy(1) = ay(2)y(3) — by(1);  

dy(2) = c(y(2) + y(3)) — dy(1)y(3); 

dy(3) = ey(2) — fy(3); 

end 
 

Представим графически полученное ре-

шение, для чего выполним следующие ко-

манды: 
 

global a b c d e f; 

a = 5; 

b = 1; 

c = 2,1; 

d = 8; 

e = 1; 

f = 4,1; 

opt = odeset('OutputSel',[1 2 3], 

'OutputFcn','odephas3'); 

[t,rp] = ode45('SMUSF',[0 150],[1,590898180433897  

2,455829283916365  0,480973922490166],opt). 
 

В результате получим графическое пред-

ставление аттрактора лоренцовского типа 

(рис. 2). 

В заключение следует отметить, что пред-

ставленные модели и решения чаще встре-

чаются в других науках — физике, химии, 

технике. Отличительной особенностью ис-

пользования их в экономических приложе-

ниях является допущение детерминирован-

ности рассматриваемого процесса в длитель-

ной перспективе и формирование хаотиче-

ской динамики. Это достаточно сложно реа-

лизуется в экономических явлениях, где с 

течением времени процесс переходит в сто-

хастический.  

Многообразие связей и мультиколлине-

арность в реальной экономической системе 

не позволяют однозначно говорить о наибо-

лее значимых факторах и исключать мало-

значимые. В силу сложных стохастических 

зависимостей, характерных для реальных 

экономических процессов, возникает про-

блема придания этим закономерностям точ-

ной количественной и качественной интер-

претации. 

Другая проблема — использование не-

прерывных величин в экономических моде-

лях. В реальности экономике часто свойст-

венны дискретные процессы. В свою оче-

редь, дискретные системы обладают свойст-

вами, сильно отличающимися от непрерыв-

ных систем, что демонстрирует модель дуо-

полистической конкуренции Курно. Многие 

процессы неустойчивы. Проявляются эф-

фекты бифуркации, потеря устойчивости 

при изменении параметров и другие «небла-

гоприятные» эффекты. Выявление этих осо-

бенностей является актуальной задачей. 

Важная роль при исследовании подобных 

процессов в экономике отводится инстру-

ментальным средствам. Применение систе-

мы MATLAB — эффективный способ не 

только получить решение динамической 

системы, но и обнаружить и протестировать 

при различных значениях параметров осо-

бые эффекты, возникающие в моделях не-

линейной динамики. Это, в свою очередь, 

способствует повышению качества исследо-

ваний. 

Несмотря на то что в настоящее время 

продолжается дискуссия о достоверности 

наличия хаотической динамики малой раз-

мерности в экономических процессах, де-

монстрируемые эффекты представляют ин-

терес и способствуют разработке новых ме-

тодов исследования подобных явлений в 

экономике. 
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Рис. 2. Аттрактор Лоренца 

 

Нелинейное динамическое моделирова-

ние экономических процессов позволяет вы-

явить качественные закономерности и тен-

денции развития, понять и качественно 

предсказать возможные переходные ситуа-

ции, в некоторых случаях дать количе-

ственную оценку экономических показа-

телей. 
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