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Одной из сторон проблемы обеспечения 

высокого качества результатов экономиче-

ского исследования является точность ап-

проксимации (подгонки) имевшихся количе-

ственных и качественных характеристик рас-

сматриваемых процессов данными модельных 

расчетов. В то же время всегда имеется слу-

чайная ошибка модели, причинами которой, 

как правило, являются случайные ошибки из-

мерения процессов, невозможность учета 

в модели влияний, воздействий, незначимых 

с точки зрения экономической теории факто-

ров, и другие подобные причины. Особенно 

важно об этом помнить при моделировании 

так называемых индикаторов — предупрежде-

ний, по значениям которых делаются выводы 

о состоянии, в котором находится исследуе-

мая система, и определяются меры, способ-

ные внести необходимые корректировки 

в тенденции развития наблюдаемого про-

цесса. В связи с этим актуальной является за-

дача определения границ множеств, соответ-

ствующих допустимым значениям факторов 

системы, а значит, дающих приемлемую в 

рамках данной задачи вероятность ошибки 

(риск) и не допускающих ошибочных выводов 

о состоянии системы. 

Исследования в указанном направлении 

были начаты в связи с проблемой аэромеха-

нического контроля [1]. Общие положения 

данной теории разработаны в [1—3]. Начало 

изучения возникновения опасных и допусти-

мых состояний при моделировании связи 

между элементами систем регрессионными 

зависимостями положено в работе [4]. В ней 

для случая однофакторной регрессии описаны 

ситуации различной природы, влекущие оши-

бочные выводы о состоянии системы и,  

следовательно, приводящие к риску. Также 

в [4] указаны способы вычисления совокуп-

ного риска использования регрессионной за-

висимости и методы получения оптимальных 

для системы точности моделирования и риска 

моделей. 

В данной статье рассматриваются много-

факторные регрессионные зависимости. До-

казывается, что включение в эконометриче-

скую модель специфических [5] переменных 

(в нашем случае переменных, значения кото-

рых измерены с ошибкой) может создать 
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определенные проблемы при использовании 

построенной модели. Для преодоления таких 

трудностей в данной работе указаны способы 

определения допустимого множества исход-

ных состояний системы, а также предложены 

методы снижения рисков принятия ошибоч-

ных решений. 

Постановка задачи и вычисление рисков. 

Предположим, что закономерности модели-

руемого процесса у складываются под влия-
нием п факторов х1 , х2 , …, хп . Изучим ситу-

ацию, в которой зависимость между пере-

менной у и независимыми переменными 

х1 , х2 , …, хп приближается линейной моделью 

вида 1 1 2 2 ... ,n ny a x a x a x b y        где а1 , 

а2 , …, ап , b — коэффициенты модели, у — 

ошибка модели, обладающая «классиче-

скими» свойствами (ошибка и факторы неза-

висимы). Будем предполагать, что значения 

переменных измерены с ошибками:  

 , , 1, , ,i i iy y y x x x i n          

где знак под переменной означает измеренное 

ее значение. 

При наличии ошибок измерения у зависи-

мой и независимых переменных рассматрива-

емая модель может быть представлена в сле-

дующем виде: 

 
1 1 1 2 2 2( ) ( ) ...

... ( ) .n n n

y a x x a x x

a x x b y y

      

       
  (1) 

Таким образом, в случайный член модели 

входит уже не только у, но еще и ошибки из-
мерения. Последнее нарушает предпосылки 

регрессионной модели, заключающиеся в том, 

что случайный член не зависит от объясняю-

щих переменных. Данное обстоятельство явля-

ется причиной использования при построении 

модели (1) нетрадиционного метода наимень-

ших квадратов (МНК), а других методов, таких 

как метод инструментальных переменных, 

двухшаговый МНК и т. д. (см., например, [5—7]). 

Дальнейшие построения в основном связаны с 

видом регрессии (1), а не со способом ее по-

строения. Поэтому для простоты изложения 

будем считать, что зависимость (1) получена 

обычным МНК в ситуации, например, когда 

не удается подобрать инструментальные пере-

менные.  

Особо определим оценочную величину уо: 

 1 1 2 22 ... .o n ny a x a x a x b y y             (2) 

Предположим, что моделируемая система 

имеет опасные состояния [2], т. е. возможны 

ситуации, в которых система не способна вы-

полнять свои целевые назначения. Оставше-

еся множество состояний составляют допу-

стимые состояния. Это множество обозна-

чим через ф
доп .  Рассмотрим случай, когда 

ф
доп ф доп ф доп( , .)y у   Заметим, что при изме-

рении у возникает ошибка у и, следовательно, 
в общем случае .y y   Значит, не исключена 

ситуация, в которой фактическое значение 
ф
доп ,y   а измеренное значение ф

доп ,y   

т. е. система находится в области опасного 

состояния, а измеренные величины об этом 

не сигнализируют. Таким образом, необхо-

димо учитывать ошибку измерения у, а зна-
чит, необходимо вводить новую область 
и
доп и доп и доп( , ,)y y   которая позволит со-

здать некоторый запас надежности. Методы 

построения подобных областей можно найти, 

например, в [2, 5]. Цель данной работы заклю-

чается в исследовании ситуации, в которой y  
не измеряется, а находится с помощью регрес-

сионных моделей. В этом случае решение — 

находится ли y  в и
доп

 
или нет — принима-

ется уже по оценочным значениям и приносит, 

таким образом, дополнительные сложности. 

Будем, кроме того, считать построенную зави-

симость моделью с постоянной структурой, 

что подразумевает неизменный характер связи 

между переменными. Это означает, что перед 

построением эконометрической зависимости 

путем некоторых особых тестов необходимо 

определить ту совокупность значений незави-

симых переменных, на которой использование 

модели будет эффективно и правомерно. 

Предположим, что указанная совокупность об-

разует множество Gдоп .  

Опишем ситуации, соответствующие раз-

личным положениям в пространстве у 
и 1( , , )nx x x 

 
относительно описанных 

множеств. Для этого воспользуемся подходом, 

предложенным в [2]. Введем следующие  
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события. В случае ф
допy    говорим, что 

имеет место событие А1, в случае и
допy    — 

событие В1. Если выполняется включение х  

Gдоп
 
, то имеет место событие С1. Противопо-

ложные событиям А1, В1, С1 события обозна-

чим через А2 , В2 , С2 соответственно. 

Рассмотрим различные сочетания появле-

ния этих событий Аi  Bj  Ck , i, j, k = 1, 2. 

Разделим события на две группы. Первая 

группа состоит из событий А1  B1  C1 ,   

А2  B2  C1 , C2 и характеризуется тем, что при 

появлении этих сочетаний событий принима-

ется верное решение: использовать получен-

ную оценку состояния системы (А1  B1  C1) 

или не использовать (А2  B2  C1 , C2). Вто-

рую группу событий образуют следующие со-

четания: А2  B2  C1 и А2  B1  C1. В этих 

случаях принимается решение, которое может 

быть — не верным. В самом деле, если имеет 

место сочетание А1  B2  C1 , то фактические 

значения y и x находятся в своих допустимых 

областях, но по оценочной информации дела-

ется вывод о выходе y за допустимую область, 

что не так. Если же появляется сочетание  

А2  B1  C1 , то x находится в допустимой 

области, оценочная модель дает информацию 

о допустимом состоянии системы, фактиче-

ское же значение y находится вне допустимой 

области, и вновь неправильно фиксируется 

состояние системы. Таким образом, события 

из второй группы будут сопровождаться поте-

рями ввиду неправильной оценки состояния 

системы. 

Область А1  B2  C1 назовем [2] областью 

ложной оценки, так как она сопровождается 

неверным выводом из показаний эконометри-

ческой модели и, как следствие, приводит 

к появлению ложной информации. Область  

А2  B1  C1 назовем областью опасной ситуа-

ции, в этом случае оценочная модель не пре-

дупреждает о выходе из зоны допустимого со-

стояния, т. е. состояние системы оценено не 

верно, нет сигнала о том, что система пере-

стала выполнять свои целевые назначения. 

Под риском неправильного использования 

модели (1) будем понимать (ср. с [2]) вероят-

ность неправильной оценки состояния си-

стемы, т. е. вероятность P наступления собы-

тия (А1  B2  C1)  (А2  B1  C1). 

Вероятность наступления каждого из со-

бытий можно вычислить, используя подход, 

описанный в [2]. Будем считать, что множе-

ство Gдоп является параллелепипедом вида 

   доп 1 1 .; ;n nG с d с d    

Вычислим вероятность наступления собы-

тия А1  B1  C1 :  

 

 

1 1 1 ф доп ф доп

и доп и доп доп

ф доп 1 1 1 2 2 2

ф доп

и доп 1 1 1

и доп
1

ф доп o ф доп

( ) ( )

( ) )

( ( ) ( ) ...

... ( ) )

( ( ) ... ( )

) )

(

n n n

n n n

n

i i i
i

P A B C P y y y

y y y x G

P y a x x a x x

a x x y y y

y a x x a x x

y y c x d

P y y y y y



     

     

       

        

        

     

       




o ;y y 

 

 и доп o и доп o;y y y y y    
 

 
и доп1 1

1 1 и доп

ф доп

ф доп

1

1

( ))

,

on n

n n o

o

o

n

i i i i i
i

y yd x d x

n

c x c x y y

y y y

y y y

c x x d x

d x d x d y

Wd y



 

  

 

 

     

    

 

  



 





 

где 1 2( , , ..., , , )nW W x x x y y       — сов-

местная плотность распределения отклонений 

х1 , х2 , …, хп , у, у. 
Вероятность события А2  B2  C1 вычис-

ляется аналогично. Искомая Р находится по 

формуле  

1 1 1 2 2 11 ( ) ( ).P P A B C P A B C      
 
(3) 

Особо простым вычисление Р становится 

в случае малости Р(А2  B2), что встречается 

довольно часто, так как область ф
доп ,  как 

правило, составляется из всех возможных 

фактических у. В этом случае имеем: 

 

1 1

1 1

и доп ф доп

и доп ф доп

11

.

n n

n n

o o

o o

d x d x

n

c x c x

y y y y y

y y y y y

P d x d x

d y Wd y

 

 

  

  

    

  

 

 



 
(4) 
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Таким образом, из приведенных формул 

следует, что при известных границах допусти-

мых областей для каждого х можно устано-
вить степень риска принятия ошибочного вы-

вода о состоянии системы. 

Обсудим теперь возможность уменьшения 

уровня риска в рассматриваемом простран-

стве переменных. Здесь можно говорить о 

двух возможных направлениях: 1) увеличении 

объема исходных данных или сужении обла-

сти изменения независимой переменной, что 

повлияет на качество регрессии и тем самым 

снизит риск принятия ошибочного решения; 

2) снижении качества эконометрической мо-

дели с целью обеспечить необходимый уро-

вень риска. В первом случае имеется в виду, 

что улучшение (уточнение) моделируемой за-

висимости может привести к снижению отри-

цательных эффектов модели. Второй случай 

заключается в следующем: необходимо найти 

параметры эконометрической модели каким-

либо из известных способов при дополни-

тельном требовании Р  Ркр , где Ркр — заранее 

заданное число. Так, если в классической 

схеме МНК оценка параметров модели полу-

чается за счет минимизации суммы квадратов 

фактической ошибки, то сейчас надо прово-

дить ту же самую минимизацию при ограни-

чении Р  Ркр . Такой подход к построению мо-

дели безусловно ведет к ухудшению ее каче-

ства, но при этом можно добиться некоторого 

снижения риска. К сожалению, в общем слу-

чае невозможно по понятным причинам гово-

рить о каких-то гарантированных результатах 

и в том и в другом случаях. В то же время кон-

кретные примеры говорят о целесообразности 

их использования. Далее рассмотрим введен-

ные понятия на конкретном примере. 

Апробация модели. Исследуем риски 

оценки стоимости квартиры. Рассмотрим ре-

грессионную модель, описывающую форми-

рование цены на двухкомнатную квартиру 

в г. Перми в зависимости от ее общей пло-

щади и расстояния до центра города. Исполь-

зуя статистические данные и картографиче-

скую информацию из [9], получим следую-

щую линейную модель:  

 1 20,0621 0,0645 0,0976 ,y x x y        (5) 

где у — стоимость квартиры, млн руб.; х1 — 

площадь квартиры, м2; х2 — расстояние от 

квартиры до центра города, км. Качество по-

строенной модели подтверждается высоким 

значением коэффициента детерминации R2 

(0,76).  

Обсудим некоторые моменты определения 

введенных величин. 

Экспертные оценки позволяют говорить 

о следующих границах изменения факторов 

x1, x2:  x1  [31,95],  x2  [0; 15]. При анализе 

удаленности жилья от центра возникают не-

которые сложности. Это обусловлено тем, что 

под словом центр понимается не конкретная 

точка, а целая область, не всегда имеющая 

выпуклую кривую границы. В связи с этим 

естественно считать, что переменная x2 из мо-

дели (4), характеризующая удаленность от 

центра, измеряется с некоторой ошибкой x2
 
, 

имеющей нормальное распределение N(0, 

x2) со среднеквадратичным отклонением 

x2
 
, равным диаметру условной окружности 

центра. На основании данных из [9] было 

установлено субъективное для г. Перми зна-

чение x2 , равное 1 км. Для расчетов также 

была проверена гипотеза о нормальности рас-

пределения ошибки y (m = 0,   = 0,05).  

Кроме того, будем считать, что измерен-

ные значения стоимости y
 
отличаются от 

фактических на некоторую величину у 
( ),y y y    имеющую нормальное распреде-

ление с характеристиками (0; 0,573). Получен-

ные с использованием построенной модели 

значения зависимой переменной определя-

ются как .oy y y    

В сложившихся на данный момент рыноч-

ных условиях допустимой областью фактиче-

ских значений можно считать ф
доп(1 ,,6; 7)  

допустимой измеренной — и
доп (2,4; 6,5). За-

метим здесь, что наряду с уже названными 

причинами введения и
доп  есть и другие. 

Например, в рассматриваемом случае по-

нятно, что предложение квартиры по цене, 

близкой к той или иной границе ф
доп(1 ,,6; 7)  

может у потребителя сразу вызвать отказ 

ввиду подозрений, вызываемых экстремаль-

ностью цены. Поэтому риэлтор должен повы-

шать или понижать цену квартиры. Важно, 

говоря о диапазонах изменения  фактических  
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Рис. 1. Риск неправильного использования модели при оценке стоимости квартиры 

 

и измеренных значений у, установить также 
область изменения оценочного у. Простые 
вычисления показывают, что это есть проме-

жуток вида (1,87; 6,14). Таким образом, при 

некоторых значениях х1 и х2 оценочные у бу-
дут выходить за границы и и

доп  и ф
доп .  

На рис. 1 представлена зависимость риска 

неправильного использования модели при 

оценивании стоимости квартиры от конкрет-

ных величин переменных х1 и х2
 
. Величина 

Р(А2  В2) в данном случае оказалась малой 

(меньше 0,01), и вычисления велись по фор-

муле (4).  

Полученные результаты проанализиро-

ваны с точки зрения целесообразности ис-

пользования модели в условиях риска различ-

ной величины. В соответствии с эмпирической 

шкалой [10] выделены границы множеств зна-

чений независимых переменных, соответству-

ющие различным степеням риска (рис. 2). 

Опираясь на результаты, приведенные на 

рис. 1, 2, можно сделать следующие выводы.  

 — несмотря на априорное определение допу-

стимых границ фактической области, на до-

статочно широком множестве значений х1, х2 

вероятность ошибки велика; 

 — риск увеличивается при приближении 

значений к границам изменения х1, х2 .  

Рассмотрим в условиях данного примера 

способы уменьшения вероятности ошибоч-

ных выводов об использовании модели. 

В предположении, что изменение структуры 

регрессионной зависимости повлияет на уро-

вень риска, уменьшим диапазон исходных 

данных, а также проанализируем случай по-

строения эконометрической модели с учетом 

ограничений на риск. 

Рассмотрим независимые переменные 

в меньшем диапазоне. Ограничимся следую-

щим изменением х1, х2: (х1, х2)  (31; 65)  (0; 15). 
В этом случае модель приобретает вид уо = —

0,062111 + 0,064470х1 — 0,097634х2 (R2 = 0,67). 

Анализ показывает, что фактически на всем 

новом диапазоне изменения х1, х2 происходит 

незначительное уменьшение риска. Наиболее 

характерным в этом смысле является сечение 

при х1 = 30. На рис. 3 приведены графики 

риска в этом сечении для случаев исходного 

диапазона и уменьшенного.  

Отметим, что при приближении к краю 

нового диапазона х2 = 0 риск Р, разумеется, 

увеличивается и становится выше по сравне-

нию с моделью (4). 

Видно, что с сокращением интервала лаг 

графика становится ниже, соответственно ве-

роятность ошибочных действий сокращается. 

Это говорит о том, что  в  общем  случае  для  
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Рис. 2. Границы множеств значений независимых переменных в соответствии  

с различными степенями риска 

Риск: ( ) — критический [0,7; 1], ( ) — сильный [0,5; 0,7], ( ) — умеренный [0,3; 0,5],  

( ) — малый [0; 0,3] 

 

 
 

Рис. 3. Графики риска при х1 = 30: 

1 — исходный диапазон, 2 — уменьшенный 
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уменьшения риска использования регресси-

онной зависимости нужно увеличивать объем 

изучаемых данных и вместе с тем тщательно 

подходить к выбору допустимых интервалов 

значений независимых переменных. 

Однако на практике подобные меры не 

всегда оказываются возможными. В таком 

случае следует применить другой подход к со-

кращению риска: зафиксировать вероятность 

негативных последствий на подходящем 

уровне и, исходя из этого, управлять парамет-

рами системы.  

Исходная регрессия хорошо удовлетво-

ряла эмпирическим данным: коэффициент 

детерминации R2 = 0,74, но риск использо-

вания этой модели может оказаться слишком 

высоким. В такой ситуации можно пытаться 

снизить максимальную вероятность ошибоч-

ных действий за счет ухудшения качества ре-

грессии, что хорошо заметно по результатам, 

представленным в следующей таблице. 

 

Регрессия а1
 

а2 b R2 Pкр

Исходная 0,06 —0,09 —0,06 0,74 1,0

2 0,04909 —0,00691 0,45179 0,67 0,9

3 0,03657 —0,00002 1,16645 0,46 0,75

4 0,00511 —0,000005 3,87174 0,21 0,5

 

Из таблицы видно, например, что можно 

добиться критической величины риска 0,4, но 

для этого придется использовать значительно 

худшую регрессию (R2 = 0,21). Данные таб-

лицы показывают, что уменьшение критиче-

ского значения риска ведет к значительному 

снижению качества регрессии. 

Итак, мы рассмотрели ситуации, в которых 

индикаторы экономических систем моделиру-

ются по своим измеренным значениям линей-

ными многофакторными регрессиями. Оказы-

вается, что в случаях существования границ из-

менения индикаторов имеется вероятность 

(риск) принятия неправильного решения. 

Ошибочное решение возникает в связи с труд-

ностями правильной идентификации по моде-

лируемым индикаторам попадания системы 

в опасное положение или ситуации, в которой 

пользоваться моделью нельзя. Для определения 

риска принимаемого решения мы предлагаем 

метод, известный по [1—4] и адаптированный 

к рассматриваемому случаю. Анализ формул 

показывает наличие особо высоких значений 

риска вблизи предельных значений независи-

мых факторов. Управление риском или сниже-

ние вероятности неверного решения базиру-

ется на разных способах построения модели. 

В случае, когда интерес представляют лишь 

только какие-то локальные значения факторов, 

некоторого снижения можно добиться постро-

ением модели вблизи этих значений. В случае, 

когда необходим весь спектр значений факто-

ров, можно пытаться ухудшать качество модели 

и тем самым влиять на риск. Результаты статьи 

проиллюстрированы на примере модели фор-

мирования рыночной стоимости квартиры 

с учетом ее площади и местоположения и в 

предположении, что расстояние от квартиры до 

центра измеряется с ошибкой.  

Выражаем благодарность риэлтору корпо-

рации «Перспектива» К.В. Ничипоренко за 

полезные советы и помощь в определении па-

раметров, характеризующих рынок недвижи-

мости г. Перми. 
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